
Algebra II : PROBLEMS

1 環、体、整域
1.1 p を素数とする。Z(p) により、有理数 m/n で、(m,n) = (p, n) = 1 なるもの全体を
表すものとする。（即ち既約分数として表したとき分母が p で割れないもの全体。）
このとき、Z(p) は整域となることを示せ。

1.2 環 R の正則元は、左（右）零因子ではないことを示せ。

1.3 体は、整域であることを示せ。

1.4 Z12 の正則元と、零因子をすべて求めよ。

1.5 Zn (n ≥ 2) の零因子は、ā ( (a, n) "= 1) と書けることを示せ。ここで (a, n) は a と
n の最大公約数を表す。

1.6 Zn (n ≥ 2) が整域であるのは、n が素数の時で、またそのときに限ることを示せ。

1.7 Zn (n ≥ 2) が整域ならば体であることを。

1.8 K を体とするとき、M(n,K) の左（右）零因子は、非正則行列であり、また逆に、
非正則行列は、左（右）零因子であることを示せ。

1.9 R が整域ならば、R を係数とする多項式環 R[x1, . . . , xn] も整域であることを示せ。

1.10 R を整域とするとき、U(R[x1, . . . , xn]) = U(R) であることを示せ。

1.11 有限個の元からなる整域は体であることを示せ。

1.12 R を整域とし、0 "= f(x) ∈ R[x]、deg f = n とすると、f(x) の相異なる根の数は、
n 以下であることを示せ。

1.13 R を無限個の元を含む整域としたとき、f, g ∈ R[x]、f "= g ならば、R の元 α で、
f(α) "= g(α) となるものが存在することを示せ。

1.14 R を、無限個の元を含む整域とする。
(1)　 f, g ∈ R[x1, . . . , xn]、f "= g とすると、α1, . . . ,αn ∈ R で、f(α1, . . . ,αn) "=
g(α1, . . . ,αn) となるものが存在することを示せ。
(2)　 f, g1, . . . , gr ∈ R[x1, . . . , xn] とし、g1, . . . , gr は、すべては零でないとする。
もし、gi(α1, . . . ,αn) "= 0 (i = 1, . . . , r) を満たすすべての α1, . . . ,αn ∈ R について、
f(α1, . . . ,αn) = 0 となっていれば、f は、多項式として f(x1, . . . , xn) = 0 である
ことを示せ。
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2 イデアルと剰余環
2.1 環 R の左（右、両側）イデアル I, J に対して、I ∩ J、I + J は共に、左（右、両
側）イデアルであることを示せ。

2.2 I, J が環 R の両側イデアルならば、IJ も、両側イデアルで、IJ ⊂ I ∩ J を満たす
ことを示せ。また、等号が成り立たない例をあげよ。

2.3 R を整域、a, b ∈ R とするとき、次を示せ。

(a) = (b) ⇔ b = au　となる　 u ∈ U(R)　が存在する。

2.4 {a + b
√
−1|a, b ∈ Z} を、Z[

√
−1] で表し、ガウスの整数環と呼ぶ。

(1)　Z[
√
−1] は、複素数体 C の和と積に関して閉じており、整域となることを示

せ。
(2)　 α = a + b

√
−1 に対して、N(α) = a2 + b2 とすると、N(αβ) = N(α)N(β) が

成り立つことを示せ。　
(3)　Z[

√
−1] の正則元について次が成り立つことを示せ。

α ∈ U(Z[
√
−1]) ⇔ N(α) = 1 ⇔ α ∈ {±1,±

√
−1}.

2.5 Z[
√
−1]において、φ : Z[

√
−1] → {0}∪N (α +→ N(α))をとると、Z[

√
−1]は、ユー

クリッド整域となることを示せ。（Hint：α, β ∈ Z[
√
−1],α "= 0に対して、β = γα+ε

N(ε) < N(α) なる γ, ε ∈ Z[
√
−1] を見つけたい。β/α = r + s

√
−1, r, s ∈ Q とし、

|m − r| ≤ 1/2, |n − s| ≤ 1/2 となる m,n ∈ Z を取り、γ = m + n
√
−1 ととれ。）

2.6 R = K[x, y] を、体 K 上の２変数多項式環とすると、R は、単項イデアル整域では
ないことを示せ。（Hint：例えば、Rx + Ry は、単項ではないイデアルであること
を示せ。）

2.7 R を単項イデアル整域とする。a, b ∈ R において、R の元 c で、b = ca を満たすも
のがあるとき、a|bと書くものとする。R の元 a1, . . . , an に対して、d|ai (1 ≤ i ≤ n)

となる元 d を、これらの元の公約元といい、ai|m (1 ≤ i ≤ n) となる元 m を、これ
らの元の公倍元という。また、Rの元 dが、次の条件を満たすとき、dは、a1, . . . , an

の最大公約元（略して GCD）であるという。

(a) d は、a1, . . . , an の公約元。
(b) c が、a1, . . . , an の公約元ならば c|d。

また、R の元 l が、次の条件を満たすとき、l は、a1, . . . , an の最小公倍元（略して
LCM）であるという。

(a) l は、a1, . . . , an の公倍元。
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(b) m が、a1, . . . , an の公倍元ならば l|m。

このとき、　 (a1) + · · · + (an) = (d)、(a1) ∩ · · · ∩ (an) = (l) であり特に、GCD、
LCM は、それぞれ、正則元倍を除いて、一意的に決まることを示せ。
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3 準同型定理
3.1 部分環は環であることを示せ。

3.2 f : R → R′ を環準同型とするとき次を示せ。
(1) Kerf は R の両側イデアル。
(2) Imf は R′ の部分環。

3.3 f : R → R′ を環の同型写像とする。このとき、f−1 : R′ → R も環の同型写像であ
ることを示せ。また、このことを用いて、環の間の -（同型）は、同値関係である
ことを示せ。

3.4 f : R → R′ を環の準同型、K をその核 (kernel) S を R の部分集合とする。このと
き、f−1(f(S)) = S + K であることを示せ。

3.5 f : R → R′ を環の準同型とするとき、次を示せ。
(1) I が R のイデアルならば、f(I) は、Imf のイデアル。
(2) I ′ が R′ のイデアルならば、f−1(I ′) = {a ∈ R|f(a) ∈ I ′} は、Kerf を含む R の
イデアルである。

3.6 f : R → R′ を環の全射準同型とする。
I : R のイデアルで、Kerf を含むもの全体。
I ′ : R′ のイデアル全体。
このとき、φ : I → I ′ (I +→ f(I))、ψ : I ′ → I (I ′ +→ f−1(I ′)) は、I と I ′ の間の全
単射を与えることを示せ。

3.7 K、L を体。K ⊂ L とし、α ∈ L、 α の最小多項式 p(x) ∈ K[x] の次数を d とす
る。このとき、

K[α] = {a0 + a1α + · · · + ad−1α
d−1|a0, . . . , ad−1 ∈ K}

で、K[α] は、K 上の d 次元ベクトル空間となることを示せ。

3.8 下記の C の元について、Q 上の最小多項式の次数を求めよ。
(1)　 0 (2)　 2/3 (3)　

√
2 (4)　

√
2 +

√
3 (5)　 3

√
−2

3.9 C -
{(

a b

−b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R

}

であることを示せ。

3.10 R を可換環とするとき次の同型を示せ。

R[x] - R[x, y]/(y) - R[x, y]/(x − y)

4



4 素イデアルと極大イデアル
　

4.1 R を整域、1 を R の単位元、S = {n ∈ N |n · 1 =

n 個︷ ︸︸ ︷
1 + · · · + 1 = 0} とする。S "= ∅

のとき、p = min S とおくと、p は、素数であることを示せ。
註: p を R の標数 (characteristic)といい、p = charR とかく。S = ∅ のときは、
charR = 0 とする。

4.2 R = Z[x] (有理整数環上の多項式環) とする。

(2) = {f(x) · 2|f(x) ∈ Z[x]}

は、素イデアルであるか、極大イデアルか。それぞれ判定せよ。

4.3 f(x) ∈ Z[x] が、Z 上既約ならば、Q 上既約であることを示せ。

4.4 Q[3
√

2] は、体であることを示せ。

4.5 R を可換環、I、J を R のイデアルで、I + J "= R を満たすものとする。f : R →
R/I (x +→ x + I) とする。このとき次を示せ。

f(J) : R/I の素イデアル ⇔ I + J : R の素イデアル

4.6 R を可換環、I をそのイデアルとする。このとき、√
I = {a ∈ R| ある自然数 n について an ∈ I} とする。

(1)　
√

I　は、イデアルである。
(2)　 I が素イデアルならば、I =

√
I。

4.7 R を環、I("= R) をその左イデアルとする。このとき、I を含む R の極大左イデア
ルが存在することを示せ。

4.8 Z[
√
−1] は、PID である。(2.3 参照)　この中で、単項イデアル、(2)、(3)、(5) は

それぞれ極大イデアルかどうか判定せよ。また、極大イデアルでないときは、それ
を含む極大イデアルをすべて求めよ。

4.9 (π) "= (0) を Z[
√
−1] の素イデアルとする。このとき、Z ∩ (π) = Z · p (p は素

数) でかつ、N(π) = p または、p2 である。N(π) = p2 のときは (p) は素イデアル、
N(π) = p のときは、(p) は素イデアルではない。
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5 環の直和
5.1 R を可換環、I1, I2, . . . , In をどの２つも互いに素であるイデアルとする。このとき、

R/
n⋂

i=1

In - R/I1 ⊕ · · ·⊕ R/In

であることを示せ。

5.2 (1)　 3 で割ったら 1 余り、10 で割ったら 3余り、7 で割ったら 0 余り、13 で割っ
たら 11 余る整数を一つ見つけよ。
(2)　上の条件を満たす整数をすべて見つけよ。

5.3 (1)　 (x2 − 2) と、(x3 − 2) は、Z[x] のイデアルとして互いに素か。
(2)　 (x2 − 2) と、(x3 − 2) は、R[x] のイデアルとして互いに素か。

5.4 R = R1 ⊕ R2 を環の直和とする。このとき次を示せ。
(1)　 U(R) = U(R1) × U(R2)。
(2)　R1、R2 が体であっても、R は体ではない。

5.5 可換環 R のイデアル I1, I2, . . . , In のどの２つも互いに素であれば、次が成立する
ことを示せ。

n⋂

i=1

Ii = I1 · I2 · · · In

5.6 R を整域、a ∈ R とするとき、次を示せ。

f(x) ∈ R[x] が既約 ⇔ f(x − a) ∈ R[x] が既約

5.7 p を素数とするとき、xp−1 + xp−2 + · · ·+ x + 1 = (xp − 1)/(x− 1) は、Z[x] の元と
して既約であることを示せ。

5.8 R を環としたとき、Z(R) = {a ∈ R|xa = ax for all x ∈ R} をR の中心と呼ぶ。
(1) e ∈ Z(R) が、e2 = e "= 0 を満たすとき、Re は、R の両側イデアルで、e を単
位元とする環となることを示せ。
(2) e1, . . . , en ∈ Z(R), e2

i = ei, eiej = 0 (i "= j), 1 = e1 + · · · + en ならば、R -
Re1 ⊕ · · ·⊕ Ren であることを示せ。

5.9 R を可換環とすると、Z(Mn(R)) = {aI|a ∈ R} であることを示せ。ここで、I は、
単位行列を表すものとする。
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6 商環
6.1 商環の二元の和・積が、元の表し方によらずに定まることを示せ。

6.2 p を素数としたとき、Z(p) は、Z の 素イデアル pZ による局所化と同型であるこ
とを示せ。

6.3 S は可換環 R の乗法的部分集合とし、I は、I ∩ S = ∅ を満たす R のイデアルの
うち極大なものとする。このとき、I は素イデアルであることを示せ。

6.4 S を、可換環 R の乗法的部分集合、f : R → R′ を環準同型とする。f(S) ⊂ U(R′)

ならば、環準同型 g : S−1R → R′ で g ◦ φS = f を満たすものがただ一つ存在する
ことを示せ。ここで、φS : R → S−1R (a +→ a/1) (自然な準同型)。

6.5 I, J を可換環 R のイデアルとし、S−1I は、{a/s|a ∈ I, s ∈ S} ⊂ S−1R を表すも
のとする。このとき、次を示せ。
(1)　 S−1(I + J) = S−1I + S−1J

(2)　 S−1(IJ) = (S−1I)(S−1J)

(3)　 S−1(I ∩ J) = S−1I ∩ S−1J

6.6 (1)　Z の環としての自己同型（環準同型で全単射)は、恒等写像だけであること
を示せ。
(2)　Q の環としての自己同型（環準同型で全単射)は、恒等写像だけであること
を示せ。

6.7 (1)　R = Z12 としたとき、R の乗法的部分集合をすべて求めよ。
(2)　 (1) で求めた乗法的部分集合 S について、S−1R が同型でないものはいくつ
あるか。

6.8 I を S−1R のイデアルとすると、I = (φS(R) ∩ I)(S−1R) であることを示せ。これ
を用いて、R が PID ならば、S−1R も PID であることを示せ。

6.9 p を素数としたとき、Z の pZ による局所化を Z(p) と書く。その極大イデアルを
P とするとき、次を示せ。
(1)　P = {pa/s|a, s ∈ Z, p " |s}
(2)　Q(Z(p)) = Q

(3)　Z(p)/P - Zp(- Z/pZ)

6.10 (1)　Z(p) のイデアル I に対し、I ∩Z は Z のイデアルで、i∩Z = (n) とすれば、
I = nZ(p) である。特に、Z(p) は、PID であることを示せ。
(2)　Z(p) の自明でないイデアルは、peZ(p) (1 ≥ e) の形のもののみであることを
示せ。
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7 一意分解環
7.1 R を、UFD、P を、R の素元を、同伴の条件で類別した完全代表系とし、

a = upe1
1 · · · per

r , b = vpf1
1 · · · pfr

r , u, v ∈ U(R), pi ∈ P, ei, fj ∈ N ∪ {0}

としたとき、次を示せ。
(1)　 a|b ⇔ ei ≤ fi (1 ≤ i ≤ r)。
(2)　 a と b の最大公約元を d = pd1

1 · · · pdr
r とすると、di = min(ei, fi)、最小公倍数

を l = pl1
1 · · · plr

r とすると、li = max(ei, fi)。

7.2 K,L を体、K ⊂ L f(x), g(x) ∈ K[x] とすると、f(x), g(x) の K[x] での最大公約元
は、L[x] での最大公約元でもある。特に、L[x] で、f(x) = g(x)h(x) h(x) ∈ L[x])

と分解すれば、h(x) ∈ K[x]。

7.3 R を UFD、S を、積閉集合とする。このとき、以下のことを示せ。
(1)　 S−1R も UFD である。
(2)　 S−1R の素元は R の素元 p で、(p) ∩ S = ∅ となるものと同伴である。

7.4 Z[
√

3] = {a + b
√

3|a, b ∈ Z} はユークリッド整域であることを示せ。

7.5 Z[
√

d] = {a + b
√

d|a, b ∈ Z} とする。次のそれぞれについて、Z[
√

d] は、UFD で
はないことを示せ。
(1)　 d = −6 (2)　 d = −10 (3)　 d = −13

(4)　 d = −14 (5)　 d = −17

7.6 Z[
√

10] = {a + b
√

10|a, b ∈ Z} とする。α = a + b
√

10 ∈ Z[
√

10] について、
N(α) = a2 − 10b2 とすると、N(α) "= ±2,±3 であることを用いて、Z[

√
10] は、

UFD でないことを示せ。

7.7 Z[
√

3] = {a + b
√

3|a, b ∈ Z} において、(1 + 2
√

3)α + (5 + 4
√

3)β = 1 となる、
α, β ∈ Z[

√
3] を求めよ。

7.8 Q[
√

3] = {a + b
√

3|a, b ∈ Q} の元で、x2 + cx + d = 0 (c, d ∈ Z) の形の方程式の根
となるものは、Z[

√
3] に限ることを示せ。

7.9 Q[
√

5] = {a + b
√

5|a, b ∈ Q} の元で、x2 + cs + d = 0 (c, d ∈ Z) の形の方程式の根
となるものをすべて求めよ。
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8 R-加群と R-代数
8.1 M を R-左加群、u を M の元とするとき、Ann(u) = {r ∈ R|ru = 0} を u の零化
イデアルと呼ぶ。このとき以下を示せ。
(1)　Ann(u) は、実際、R の左イデアルである。
(2)　N を、uで生成されたM の部分加群、Ruとすると、R/Ann(u) - N である。

8.2 R-左加群、M の R-部分加群の集合 {Mλ}λ∈Λ に対し、M の任意の元 m が、これ
らの部分加群に属する元の有限和として、m = mλ1 + · · · + mλr (mλi ∈ Mλi) と表
されるとき、M は、{Mλ}λ∈Λ の和であるといって、M =

∑
λ∈Λ Mλ と表す。また、

M の元が、上の形に、一意的に表されるとき、M は、{Mλ}λ∈Λ の直和であるとい
い、M = ⊕λ∈ΛMλ とかく。M が、U を基底とする R-自由加群であるための必要
十分な条件は、M = ⊕u∈URu、R - Ru となることであることを示せ。

8.3 任意の R-左加群 M は、ある、R-自由加群の準同型像であることを示せ。

R-左加群 Mi と、R-準同型 fi : Mi → Mi+1 の列、

· · · → Mi−1
fi−1→ Mi

fi→ Mi+1 → · · ·

において、Imfi−1 = Kerfi が、各 i について成立しているとき、これは完全系列
であるという。M を、R-左加群とするとき、0 → M は、零加群からの、零写像、
M → 0 は、零加群への、零写像を表すものとし、特に、写像は書かない。

8.4 M、M ′、N を、R-左加群とする。
(1)　 0 → N

f→ M が、完全系列であることと、f が、単射であることは同値であ
る。
(2)　M

g→ M ′ → 0 が、完全系列であることと、g が、全射であることは同値であ
る。
(3)　 0 → N

f→ M
g→ M ′ → 0 が完全系列であれば、N - f(N) かつ、M/f(N) -

M ′ であることを示せ。

8.5 R-左加群の完全系列、M
g→ M ′ → 0 に対して、R-準同型、h : M ′ → M が存

在して、g ◦ h = idM ′ となるとき、この完全系列は分裂するという。このとき、
M = Kerg ⊕ Imh であることを示せ。

8.6 R-左加群 M1、M2 と、R-準同型 f : M1 → M2 にたいして、i を埋め込み写像、
Cokerf = M2/Imf、pを自然な準同型とすると、次は、完全系列であることを示せ。

0 → Kerf
i→ M1

f→ M2
p→ Cokerf → 0
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9 鎖条件とHilbert の基定理
9.1 M を R-左加群、N をその部分加群とするとき次を示せ。

(1)　M が、ネーター（アルチン）加群としたとき、N、M/N は、ネーター（ア
ルチン）加群であることを示せ。
(2)　U、V を共に、M の部分加群で、U ⊂ V を満たすものとする。このとき次を
示せ。

U = V ⇔ U + N = V + N and U ∩ N = V ∩ N

9.2 M を R-左加群、N をその部分加群とするとき次を示せ。
(1)　N と、M/N がネーター（アルチン）加群ならば、M も、ネーター（アルチ
ン）加群である。
(2)　M が、部分加群、M1, . . . ,Mn の和、M1 + · · ·+ Mn である時、次の二つは同
値であることを示せ。
　 (i)　M は、ネーター（アルチン）加群。
　 (ii)　各 Mi は、ネーター（アルチン）加群。

9.3 R が、左ネーター（アルチン）環で、M が、R-有限生成ならば、M は、ネーター
（アルチン）加群であることを示せ。

9.4 (1)　左ネーター（アルチン）環の剰余環は、また、左ネーター（アルチン）環であ
ることを示せ。
(2)　可換ネーター環 R 上の、可換な代数 A が、代数として有限生成ならば、A

は、ネーター環であることを示せ。ここで、代数として有限生成とは、A に、有限
個の元 u1, . . . , un が存在して、A の任意の元は、u1, . . . , un の、R 係数の多項式と
して書けることをいう。

9.5 体 K 上の多項式環 K[x] は、アルチン環ではないことを示せ。

9.6 体 K 上の次元が有限である、K 上の代数は、左ネーター環であり、かつ、左アル
チン環であることを示せ。

9.7 R を、単項イデアル環とする。
(1) 　R は、ネーター環であることを示せ。また、必ずしも、アルチン環ではない
ことを例証せよ。
(2)　 (a) を、a で生成された、R のイデアルとする。このとき、R/(a) は、左ネー
ター（アルチン）環であることを示せ。
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